Быстрый алгоритм преобразования Фурье длины 50

Алгоритм преобразования Фурье длины 50 разобьем как представлено на рис. 1.
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Рис. 1. Предлагаемое разбиение алгоритма преобразования Фурье длины 50 на короткие преобразования.

Первый шаг. Разбиение на преобразования длины 2 и 25 (алгоритм “fft25x2”).

Согласно алгоритму Гуда-Томаса [Блейхут, стр. 141]:

1. Отсчеты входного сигнала упорядочиваются в двумерную таблицу 25х2 (см. табл. 1)

Таблица 1. Упорядочивание входных данных алгоритма “fft25x2” в двумерную таблицу.

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	0
	0
	26
	2
	28
	4
	30
	6
	32
	8
	34
	10
	36
	12
	38
	14
	40
	16
	42
	18
	44
	20
	46
	22
	48
	24

	1
	25
	1
	27
	3
	29
	5
	31
	7
	33
	9
	35
	11
	37
	13
	39
	15
	41
	17
	43
	19
	45
	21
	47
	23
	49


2. Вдоль строк выполняются 25-точечные преобразования Фурье (всего два преобразования), вдоль столбцов – 2-х точечные преобразования Фурье (всего двадцать пять преобразований).

3. Выходные данные считываются согласно таблице 2.

Таблица 2. Считывание выходных данных алгоритма “fft25x2” из двумерной таблицы.

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	0
	0
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22
	24
	26
	28
	30
	32
	34
	36
	38
	40
	42
	44
	46
	48

	1
	25
	27
	29
	31
	33
	35
	37
	39
	41
	43
	45
	47
	49
	1
	3
	5
	7
	9
	11
	13
	15
	17
	19
	21
	23


Второй шаг. Разбиение на преобразования длины 5 (алгоритм “fft5x5”).

Согласно алгоритму Кули-Тьюки [Блейхут, стр. 128]:

1. Отсчеты входного сигнала упорядочиваются в двумерную таблицу 5х5 (см. табл. 3).

Таблица 3. Упорядочивание входных данных алгоритма “fft5x5” в двумерную таблицу.

	
	0
	1
	2
	3
	4

	0
	0
	5
	10
	15
	20

	1
	1
	6
	11
	16
	21

	2
	2
	7
	12
	17
	22

	3
	3
	8
	13
	18
	23

	4
	4
	9
	14
	19
	24


2. Вдоль строк выполняются 5-точечные преобразования Фурье (всего 5 преобразований).

3. Полученный результат поточечно домножается на следующую маску из поворачивающих множителей в соответствии с табл. 4.
Таблица 4. Маска поворачивающих множителей.

	
	0
	1
	2
	3
	4

	0
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
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Здесь 
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4. Вдоль столбцов выполняются 5-точечные преобразования Фурье (всего 5 преобразований).

5. Результат считывается в одномерный массив в соответствии с таблицей 5.
Таблица 5. Считывание выходных данных алгоритма “fft5x5” из двумерной таблицы.

	
	0
	1
	2
	3
	4

	0
	0
	1
	2
	3
	4

	1
	5
	6
	7
	8
	9

	2
	10
	11
	12
	13
	14

	3
	15
	16
	17
	18
	19

	4
	20
	21
	22
	23
	24


Третий шаг. Вычисление преобразования длины 5.

Алгоритм Рейдера [Блейхут, стр. 149] позволяет заменить умножение на матрицу пятиточечного преобразования Фурье
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(1)

четырехточечной циклической сверткой плюс несколько сложений.

Произведем перестановку столбцов матрицы по закону [0 1 2 4 3], а строк матрицы по закону  [0 2 1 3 4].

Таким образом, матрица преобразуется к виду
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(2)

Как видно, основная часть матрицы 
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 представляет собой матрицу 4-точечной циклической свертки с вектором поворачивающих множителей 
[image: image24.wmf][

]
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, которая может быть выполнена с помощью двух преобразований Фурье длины 4.

Четвертый шаг. Вычисление преобразования длины 4 (алгоритм “fft2x2”).

Вычисление этого преобразования производится согласно алгоритму Кули-Тьюки, аналогично способу, описанному в шаге 2:

1. Отсчеты входного сигнала упорядочиваются в двумерную таблицу 2х2 (см. табл. 6).

Таблица 6. Упорядочивание входных данных алгоритма “fft2x2” в двумерную таблицу.

	
	0
	1

	0
	0
	2

	1
	1
	3


2. Вдоль строк выполняются 2-точечные преобразования Фурье (всего 2 преобразования).

3. Полученный результат поточечно домножается на маску из поворачивающих множителей, согласно табл. 7.
Таблица 7. Маска поворачивающих множителей.

	
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	1
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Здесь 
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4. Вдоль столбцов выполняются 2-точечные преобразования Фурье (всего 2 преобразования).

5. Результат считывается в одномерный массив в соответствии с табл. 8.
Таблица 8. Считывание выходных данных алгоритма “fft2x2” из двумерной таблицы.

	
	0
	1

	0
	0
	1

	1
	2
	3


Таким образом, вычисление циклической свертки может быть графически представлено в виде рис. 2.
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Рис. 2. Графическое изображение быстрого алгоритма fft2x2.

Здесь
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(3)

Полный граф вычисления пятиточечного преобразования Фурье показан на рис. 3.

Вычислительная сложность. Всего в алгоритме используется 25 преобразований длины 2, и 20 преобразований длины 5 (10 преобразований длины 5 реализуют одно 25-точечное преобразование).

Преобразование длины 2 требует две операции сложения.

Преобразование длины 5 требует 21 операцию сложения и 4 операции умножения.

Не забудем также два шага умножения на маску (шаг 2, подшаг 3), использующих в сумме 2*16=32 операций умножения.

Итого алгоритм требует

25*2+20*21=50+420=470 операций комплексного сложения.

20*4+2*16=80+32=112 операций комплексного умножения.
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Рис. 3. Графическое изображение быстрого алгоритма fft5.

Для сравнения – прямой алгоритм вычисления 50-точечного преобразования требует 49*50=2450 операций комплексного сложения и 49*49=2401 операцию комплексного умножения.

Заключение.

“На самом же деле хорошие БПФ-алгоритмы существуют практически  для произвольной длины блока” [Блейхут, стр. 30].

50-точечный алгоритм быстрого преобразования Фурье очень наглядно иллюстрирует это высказывание Блейхута. Путем надлежащего использования методов разбиения многоточечных преобразований на короткие вычислительная сложность может быть существенно снижена. Причем анализ приведенного алгоритма показывает, что существенная часть вычислений приходится на простые структуры, известные как “бабочки”.

Можно также заметить, что минимальный (соответствующий минимальному углу) поворачивающий множитель в этом алгоритме равен 
[image: image31.wmf])
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. В прямом алгоритме он равен 
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. Это наряду с уменьшением общего числа вычислений также повышает точность алгоритма по сравнению с прямым методом.

Видимо, это может быть общей рекомендацией – разбивать вначале длинное преобразование на короткие преобразования со взаимно простыми длинами, чтобы: 1) избежать умножений на поворачивающие множители, соответствующие очень малому углу; 2) избежать умножений на маски поворачивающих множителей большого размера.

Краткое описание пакета матлабовских файлов.
Состав пакета:
“fft50.m” – реализует алгоритм 50-точечного преобразования Фурье согласно алгоритму «fft25х2» (шаг 1 алгоритма);

“fft25.m” – реализует алгоритм 25-точечного преобразования Фурье согласно алгоритму «fft5х5» (шаг 2 алгоритма);
“fft5.m” – реализует алгоритм 5-точечного преобразования Фурье согласно шагам 3 и 4 алгоритма.
В последнем m-файле преобразование длины 4 реализовано с помощью стандартной матлабовской функции «fft», в надежде на то, что читатель сам сможет реализовать алгоритм Кули-Тьюки длины 4.
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